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1. Introduction.

(1.1) Soit (Bt,t > 0) mouvement brownien r6el issu de 0. On note :

9t = sup{s < t :B = W et At = ds 1(B >0)-
0o

Remarquons que, pour t > 0 donne, on a :

(loi)
=t It et At (loi) t A1.1

P. Levy ([h1a], [llb]) a montr6 que les variables g et A1 suivent la loi

de l'arc sinus, c'est-A-dire :

P(g e dt) = P(A e dt) = dt
1 W t(1-t)

(O < t < 1)

De nombreuses demonstrations de ces r6sultats ont maintenant 6t6 donn6es

(voir, par exemple, Kac [13], Williams [12], Pitman-Yor [7], Karatzas-Shreve

[51, Rogers-Williams [81 section 53) ; P. Levy [hla] et Pitman-Yor [7] uti-

lisent le fait que les variables suivantes :

(loi) N 2

+l N +N
(1. b) (loi)cis2= cos e

suivent la loi de l'arc sinus, lorsque o et d6signent deux copies ind&pen-

dantes du premier temps d'atteinte de 1 par (Bt,t > 0), N et N sont deux

variables gaussiennes, centr6es, r6duites, ind6pendantes, et est une va-

riable uniform6ment distribu&e sur [O,2ic[.

La demonstration de (1.b) repose sur les deux remarques suivantes

(loi) [ 1J

* Ce travail a et6 r6alis& avec l'aide partlelle de NSF Grant DMS 88 - 01808
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(ii) e - arg(N+iN) est uniform6ment distribu6e sur [0,2n( (et, de plus,

2 '-2
independante de N +N ).

(1.2) D6crivons maintenant 1'extension du r6sultat (1.a) que nous avons

en vue

- commengons par remplacer le mouvement brownien reel par un processus de

Markov (X )t valeurs dans Ek, l'union de k demi-droites concourantes

Ii(i = 1,2,...,k) du plan, dont on note 0 le point d'intersection. On sup-

pose que X0 = 0, et que (Xt) se comporte comme un mouvement brownien sur

chacune des demi-droites et, lorsqu'il arrive en 0, choisit avec probabilite

Pi la demi-droite IV la probabilit6 (pi)lsisk etant suppos6e donn6e.

Cette description est seulement d'ordre heuristique, le point 0 etant

regulier pour lui-meme, relativement au processus X. En fait, il n'est pas

difficile de d6crire pr6cis6ment un tel processus a l'aide de la th6orie des

excursions : en particulier, la mesure caract6ristique des excursions hors de

k
O du processus (X ) est : E pin1 oi ni est obtenue (de mani6ret 1~~=1
evidente) . partir de la mesure d'Ito des excursions positives du mouvement

brownien reel.

Une description d6taill6e du processus de Markov (X ) est faite dans notre

article [141 sur le processus de Walsh, egalement publie dans ce volume.

- plus g6n6ralement, le mod6le que nous consid&rerons dans cette redaction est

celui pr6sent6 ci-dessus, mais dans lequel on a remplac& le mouvement brownien

sur les demi-droites Ii par un processus de Bessel de dimension 6 e (0,2).

Nous nous proposons d'expliciter, dans ce cadre g6n6ral, la loi du vecteur

tAi(u) = ds 1(X5e1 1 S k}

0 s ;

pour u fix6.

IL est souvent commode de consid6rer, au lieu de la dimension 6,

l'indice i, l11 a 6 par la formule 6 = 2(1-a) ; " decrit donc l'inter-

valle (0,1). Nous utiliserons egalement la quantit6 v = 1/A.
Nous appellerons ce processus de Markov a valeurs dans Ek processus de Walsh

d'indice ,u, assocI6 & la probabilit ( et nous noterons ce processus

Wk(A ; (PI)Isk) ; c'est en effet Walsh [101 qui a, le premier, introduit de

tels processus.



Lorsque k = 2 et 6 = 1, le processus (X ) peut etre identifi6 au skew

Brownian motion tel que :

(1.c) P(Xt > 0) =p1 ; P(Xt < 0) = p - 1-p .

Les skew Brownian motions, introduits par Ito'-Mc Kean (4], ont 6t6 6tudi6s
ensuite par Walsh [10], Harrison-Shepp (31, Brooks-Chacon (1] ;ils intervien-
nent de fagon naturelle dans certains th6or6mes limites pour les diffusions
r6elles (voir Rosenkrantz (9], Le Gall [61, Franchi (2J). On peut presenter le
skew Brownian motion satisfaisant (1.c) comme la solution en loi de

1+a t(1.d) xt Bt 1_a Lo(X (a > O)

o0u (B ) d6signe un mouvement brownien reel, lssu de 0, et L0(X) le tempst t
local sym6trique de X en 0, a et p 6tant lies par la formule

1(1.e) p=(l.e) P~1 1+a

(1.3) Nous pr&sentons maintenant les deux resultats principaux de ce tra-
vail (Th6or6mes 1 et 2 ci-dessous).

Pr6cisons tout d'abord le choix du temps local (Utt > 0) de X en 0 que

nous adQpterons dans toute la suite.

Notons r(t) = inf{u : e > t} l'inverse A droite de (t ,u > 0) ; en antici-u u
pant legerement sur le paragraphe 2, le processus (r(t),t > 0) est un proces-
sus stable unilateral, d'indice p. Choisissons-le de fagon que

E[exp - gT(t)] = exp - t(j (9 : 0),

et d'efinissons (e ; u > 0) comme son inverse i droite.u

Nous pouvons maintenant 6noncer le

Th6oreme 1 : Soient (T. ; i ' k) k variables positives stables, d'indice1

', inddpendantes. Alors

(i) pour tout u > 0,

L (A (u) ; i < k) (1oi) (p T i < k)

u

(ii) en consequence



V

(lol) k
v -(A. (1) ; i s k ; ek ) ( PI k1 1~~~~~ v=E p.T.3]

On obtient un resultat voisin pour le processus Wk 0I (Pi)i.k conditionne
a etre en 0 au temps 1. On appellera ce processus pont de Walsh.

A l'aide des propriet6s de scaling, le pont de Walsh peut etre r6alis6 de

la mani6re suivante:

Y -X (u S 1)u 4 ug

oci g = sup{t s 1 Xt = O} ; en outre, il n'est pas difficile de montrer que

Y et g sont independants.

r1
Notons Ui= { du l(y E I ) et A la valeur au temps 1 du temps local en

O de Y, pr6cis6 par la formule

(1.f) e 9=gX

(pour'une justification de cette formule, voir le paragraphe 2, remarque(ii)).
On a alors le

Theoreme 2 : Soient (T. ; i s k) k variables positives, stables, d'indice

p, inddpendantes. Alors

ki) Soit f R -* R fonction borelienne. On a

E f[lJp; i s ]] = E[fcpLT ; i s r(T k) ]

E P T]

ii) en consequence, pour toute fonction f R-k1 R borelienne, on a

E[f(U1; i s k; IL)]

= E[f kp i s k; EpcT 1r(l+)



(1.4) Lorsque ji = 1/2 (c'est-A-dire dans le cas "brownien"), la formule

dt .-1/2tclassique P(2Ti E dt) t3-1/2 e permet, avec les th&or6mes 1 et1 ~~(2ir3 /

2, d'expliciter completement les lois de (Ai(l); i s k) et (U.; i < k).

Ces calculs sont pr6sent6s au paragraphe 4.

Nous utilisons, au paragraphe 3, pour demontrer les th6or6mes 1 et 2, la theo-

rie des excursions. Des calculs voisins, s'appuyant egalement sur la th6orie
des excursions, permettent d'obtenir tr6s simplement la transform6e de Laplace
(en t) de :

k
E exp- LE_ Ait)

et donc de retrouver, au moins theoriquement, une partie des r6sultats du

theoreme 1. Ces complements sont developpes au paragraphe 4, dans lequel nous

presentons egalement des r6sultats asymptotiques d6duits des Th6or6mes 1 et 2

dans le cas P. (i < k), lorsque k ox.

Enfin, il a sembl n6cessaire, pour la commodit6 du lecteur, de faire, au pa-

ragraphe 2, avant toute demonstration, quelques rappels sur les processus de

Bessel: de dimension 6 e (0,2).

(1.5) Les resultats qui figurent dans cet article representent notre com-

prehension du sujet jusqu'en Septembre 1988, date a laquelle ils ont 6t6 expo-

ses aux Journees de Probabilites de Barcelone. Depuis, nous avons obtenu des

complements importants aux Th6oremes 1 et 2, sous la forme d'identit&s en loi

entre processus ou familles d'excursions. Ces nouveaux resultats, rassembl&s

en [15], feront l'objet d'une publication ult&rieure.

2. Rappels sur les processus de Bessel.

Les r6sultats pr6sent6s dans ce paragraphe sont classiques; le lecteur trou-

vera une discussion d6taill6e dans Kent [161 et Molchanov-Ostrovski [171, par

exemple.

(2. 1) Notons (R t 2 0) le processus de Bessel de dimension

8 = 2(1-g,) e (0,2), lssu de 0, et admettant 0 pour barriere instantanement

ref 1Fchissante.

Cette diffusion, A. valeurs dans [O.co[, admet pour fonction d'echelle



s(x) = c/ 2 = c x2 et pour mesure de vitesse m(dx) = m'(x)dx, ou
x

m'(x) = c'x = c'x 1 , c' etant convenablement choisie en fonction de c.

Fixons provisoirement a > 0 ; il existe une famille bicontinue

(et ; x > O,t ? 0) de temps locaux de R, d6finie au moyen de la formule
t

(2.a) ds fR) = a dx x ?x f(x)

valable pour toute fonction f : R , bor6lienne.

Nous allons maintenant choisir (x de fagon A ce que les calculs que nous

ferons dans les d6monstrations des th6or6mes 1 et 2 solent aussi simples que

possible.

De la propri6t6 de scaling, v6rifi6e par R

(loi)
pour c > 0, (R ; t 2 0) = CV R t > 0)ct

on deduit l'identite

(ex ; :<- Q,t 00) Cloi) [c1 e{ ; x O,t Q0]

En particulier, en notant simplement et pour , on a

(2.b) ct t,O) C1_i) (cc et; t > 0)

dont on deduit, pour le processus Ct)- inf{u e > t} la propriete de

scaling

C2.c) (T(t) ; t > O) C (Cc(t/ ) ; t 2 0).

En consequence, le processus (C(t),t > 0), qui est A accroissements ind6pen-

dants, est un processus stable, unilat6ral, d'indice 1, c'est-&-dire qu'il

existe une constante 7, dependant de a, telle que

E[exp - (rCt)] = exp - t7' a: 0).

Pour simplifier les calculs qul suivent, nous prenons 7 = 1, et la d6termina-

tion correspondante de a, constante que nous notons c , maintenant. fix6e

une fois pour toutes.

Pour dtre tout A fait pr6cls, explicitons a :A'



- de 1'egalit6 :E dt e 6(t] = E[f dtse
0 'i0

et de la propriete de scaling (2.b), on d6duit

(3 E[1

- d'autre part, d'apres (2.a) et la propri6t6 de scaling v6rifi6e par R, on

a.

6-1 ricc3x x- 2| du p (0;-)

0

~ ~CO;y) = 2 6-1 2
OUp1(3;/2 y exp(-Y-)26/2 r(-) 2

est la valeur du semi-groupe de R, issu de 0, pris au temps 1.

Finalement, on obtient : c r (=) 2M.

(2.2) Terminons ce paragraphe par deux remarques

(i) on deduit des proprietes de scaling (2.b) et (2.c) l'identitl&

(2.d) -(1) (loi)

Cette identit6 (2.d) est bien en accord avec le resultat suivant tirl du

th6or&me 1, (ii)

(v (loi) k
p(2.e) ' E2 pjlT~

j= J

puisque le membre de droite de (2.e) a merme loi que Tj, pour j donne.

(ii) L'egalite (1.f) e = gA provient de ce que, de meme qu'en (2.a), on

d6finit la famille continue (Ax ; x > 0) au moyen de la formule

I ds f(Y = a dx x Axf(x)
0 0

valable pour toute fonction f :R -4R bor6lienne.

(I.f) decoule alors de la definition de Y = 1 X (u s 1).u -ug (~)



3. Demonstration des theor&mes 1 et 2:

(3.1) Les assertions (ii) des th6or6mes 1 et 2 d6coulent immediatement

des assertions Ci).

(3.2) Pour prouver 1'assertion (i) du theoreme 1, il suffit, grace a la

propriete de scaling, de montrer que, si S est un temps exponentiel inde-

pendant de X, de param.tre 1, on a :

T (A. (S) ; i '
tv 1

ce qui &quivaut . prouver:

[pxp A(S) =E [exp

k
oui AMt) = E giAi(t)

i=l

k) ( l) (PTi i k),i I

k

exp El~ pi~]

(.i 2 0).

Or, on a

E[exp = E[j du exp- [u +v)]

S 0 U

= ELE ts du exp - fu + AMv)]
s-

Eb exp Ts5 + v )llf du exp - fu + A)T

E ds exp FT + AnTd) du exp u

(3 b) %fl

Or, on a, en posant T = u 1 (X )

S iI1 U

0

E[exp (T + iErexp- - ( ]
Sp 1=1 s

k
= n exp -

i=1
4i[

(3. a)



= exp E pi(5v + (i)lj exp - C(s).

D'autre part, on a :

fn(de) du exp - Cu + ( )}

k r rv
= E P1 1n (de) du exp -

i=l
0

C l i

l.de) 1 exp + i lvi
i=l 1 i

Ls

- i[ + JPC s +[i- iIs - cp(s).

On a donc finalement, d'apr6s (3. b) :

E[exp - A("S)] - I ds exp(-p(s))V' (s) = exp - (p(O) = exp - P
tS 0 1=1

c'Iest-'a-dire M3a).

(3.3) Pour prouver l'assertion Ci) du theoreme 2, il suffit de montrer,
avec les notations d6jk utilis6es en (3.2), 1'identite suivante:

E[exp A(5J = E[exp1-
k

i=l
p.vT.i
i1)

rt 1+fi)

[E PiT. A

Or, en reprenant les me-mes arguments que ci-dessus, il vient :

E[exp Av = E du exp Cu+

= E[ 5 du exp - u + v

k~~~
s-

d exp-s E
1= ~I

(3. c)



k

= J ds exp - EP1Pi(st +i
40

Introduisons maintenant les variables T. ; il vient

Ag ro k
vL

E[exp ] ds IT E(exp - p.(s + ( )Ti
S 0

d'oui l'on d6duit, sans difficult&, la formule (3.c).

4. Resultats complementaires sur les lois decrites dans les Th6or6mes 1 et 2.

(4.1) Le cas brownien p = 1/2.

Dans ce cas, on d6duit de la formule

dt -/2tP(2T. E dt) =(~t / e
i ~~~(2Tt 3)1/2

(2T. est le premier temps d'atteinte de 1 par un mouvement brownien

reel issu de 0) et des th6or6mes 1 et 2 les r6sultats explicites
suivants.

Theoreme 3 Soit f, fonction borlienne, a valeurs dans R , dLfinie
+

k
sur le simplexe Ek = {(ul uk) u.1 0, E u. = 1}. On a alors

i=1

r k rPi f(ul,. ,Uk
E[f(Ai(1) ; i s k)] = ck du ... k-d j I3/2i 21 k j 1 k-l ~~~~i=1 L-u2 tk Pi)k/2

k Pi f(u,...uk
E(f(U ; i s k)] = dk | du .d k-1 1-k3 2kJ 1

1 d du~ k~1~H L32Jkk2kE
1

1

1]

avec c= r(k-)/nk/2 et d =r(k2l)/k.2Enp,2 k 2

En particulier, pour k = 2, on a (en posant p = p1 et q = p2)

E[f(A (1))) = du f(u) p q 1
I it~ p2(1-u)+q2u (u(1_u))1'2



E[f(U )J = !'du f(u) pq
2

;0 ~ (p2(1-u)+q2u)3

Remarque On retrouve bien les r6sultats de Paul L6vy dans le cas

p = q = 1/ , cfest-A-dire que A (1) suit la loi de l'arc sinus, et U la2 1

loi uniforme sur [0,11. o

Nous donnons maintenant une description, de nature moins calculatoire, de

la loi du vecteur ( (Ai(l1 1k)

Proposition 1 : Soient xk = (x, x2,... , xk) variable aldatoire distribute

uniformement sur la sphere unite de R , et Z une variable aleatoireIt

k/2

independante, suivant la loi gamma de parametre k, cest-a-dire

k1

P(Z E dr) = r er dr/r(-)
k/2

Alors

1 (lol) r(p /X.)2 k 2Z1 (lo1 ___ _k_21) ((A. (1), i s k) 2 1e) i S k ; k 3

E (p./x)2 E (p /X
2

j-1 j=1
2) En consdquence

2 -1 ~(loi) 2-[E p/A(1) E (pj/X
~.=1 iJ3.=

et ces deux variables, a valeurs dans (0,1], suivent la loi (2 k-1'2) c'est-
&-dire

rk k-3

2 ~~1/2(1_t) 2 dr(2) t (1t) dt-k-iviz" r ( k 1) ,.2

2

ii) (x2 ii5k) (loi) pi/Ai(1) isk

E p2/A (1)~j=1
iii) Conditionnellement a (A (1) = a.; i 5 k), - a meme loi que

k
(2a.) Zk2 OU a. tE P2/a )1.

D6monstration : 1) La premi6re assertion decoule du Th6or6me 1 et des deux

remarques suivantes:

(l0i)- d'une part, (2T ; i k) = (1/ 2 1I : k)i ~~~~~NI



def
ou N d (N. i < k) est un vecteur alatoire constitue de k variables

-k 1

gaussiennes, centrees, reduites, independantes
k

- d'autr'e part, on a N = INI x ; les variables IN = FE N.l12 et x
-k 1-k -k '-k' L=1 1)-

sont independantes xk est distribuee uniformement sur la sphere unite de

IR et IN|k| 2Zk/2

2 2
p.i

2) Si l'on pose Yi k , il est imm6diat que

E (p /x )2
k j=1 k

2 2)Ep./y. E (P /x
i=1 1 j=1 i

2

2 1 1/y
et donc : xi= k ; cette remarque entralne les egalites en loi qui

E P2/y
j=1

figurent en i) et ii), ainsi que iii).

k
3) I1 reste ca montrer que la variable H = [E (p /x)2]1 suit la loi

1 k-i1x3
2' 2

(Le fait que H prenne ses valeurs dans [0,1] decoule de l'in6galit6 de

Cauchy-Schwarz ; en effet

E-l it I[___ -1/H 2(ZX2)1/2 = H-1/2

.1 2 Clol)Remarquons que, d'apres 1), 2Zk/2 H, les variables Zk/2 et H

etant independantes.

Or, ii est bien connu que ! ei2 (loi) N2 (loi) 2Z , oiu Z suit la loi
2I 1 1/2 1/2

gamma de parametre 1/2' En consequence, les moments de H sont ceux d'une

variable distribuee suivant g( ,-k-1 ), d'o'u le resultat. 0

Remarques 1) On peut noter que le Th6or6me 1 et la Proposition 1 jouent des

roles inverses l'un de l'autre : dans le Theoreme 1, c'est la division par t
1

qui permet d'obtenir de facon simple la lol du vecteur (Ai(1),1 s k), alors

que dans la Proposition 1, on obtient la loi de , conditionnellement a

(Ai(1),j ' k).



k
2) Au passage, nous avons identifie la loi de H = [ (p/x 2

comme 6tant 1(3 ' 2 ) ; en particulier, cette loi ne depend pas de la proba-
bilite (pi)i<k

Bien entendu, ce r6sultat peut etre obtenu en dehors de toute considera-
tion brownienne, et repose essentiellement sur les faits bien connus suivants:

d'une part, si T ,...,T sont n variables stables, d'indice 1/ indepen-n 2'
n

dantes, T = E p.T. est egalement stable d'indice 1/ et, d'autre part,1=1 2'

(1oi)2T = 1/N2 , ob N est une variable gaussienne, centree, reduite.

(4.2) Transformees de Laplace.

Considerons a nouveau l'6nonc6 du th6or6me 1. L'id6e de diviser le vecteur

(A.(u) ; i s k) par e , de fagon A obtenir un resultat simple, nous est

venue tout 'a la fin de notre etude. Auparavant, nous avions simplement proced6

par transformation de Laplace, et obtenu les resultats suivants, qui conser-

vent neanmoins leur int6rdt.

Theoreme 4: Soient a > O et . (1 < j k). Alors:J

k
"co k E p

(4.a) E[J dt exp - Vt + E (jA .(t)]] = 6 '

0 obt pi eoc i

(4.b) E dt exp -( t + E A(g]
0 j=1 ~~~~~~~j=

Faisons quelques commentaires, avant de d6montrer le th6or6me 4

a) Prenons, dans la formule (4.b), =
j

pour tout j < k.

On obtient alors, en cholsissant de plus a = I

Ej dt exp - Ct + ggt] -=
0

Si l'on note g a g(l) = sup{s s 1 : Xs = O} et S une variable exponen-

tielle de parametre 1, independante de g , on peut reecrire, A l'aide de la



propriete de scaling, l'identit& prec6dente sous la forme :

(4. c) E(exp - (Sg I = (1+6) 1 = E[exp - 6j I,
II A

dt) -t w
oo P(TA E dt) = r(t e t

Or, d'apres les resultats classiques sur l'algebre des variables beta et

gamma, on a:

(4. d) 7 ( loi) S
, ,u~~i, l-,u

ou, dans le membre de droite, Z
1, 1-;

c'est-A-dire :

est une variable ,l-,u),

P(Z E dt) = sin(iif) dt tw'-l(1_t)-r
A,1-A 7

independante de S.

On deduit maintenant des relations (4.c) et (4.d) l'identite:

(4. e) (loi)g =
A' AI,1-L

(le cas particulier p = 1/2 donne bien sOr le r6sultat (l.a) pour g, dO a

Paul L;6vy; le r6sultat (4.e) dans le cas g6n6ral est dO & Dynkin [18]).

b) La loi de g ayant ete determinee, nous allons appliquer la proprie-
te de scaling pour transformer les membres de gauche de (4.a) et (4.b).

(loi)i) Tout d'abord, comme (A.(t) ; j < k) = (tA.(1) ; j k)
on a

k

k E p +3 3
(4.a') E[tc+ E A -( 1 kj

J=1 Jk

ii) D'autre part, on a, pour t fix6 :

(A (g ), j :s k) (li)tg (UJ ; j s k)

la variable g etant lnd6pendante du vecteur

On d6duit alors de (4.c) l'identite:

(U ,j ' k).

E[exp - [ k)]3] = i



la variable 7 etant ind-pendante du vecteur (UJ, j < k).

En ut i I isant A nouveau (4. c), on remarque que le membre de gauche de 1' egal i t

ci-dessus est egal A:

EIT1 + Ek jUj ]j=1
et, finalement, en rempla9ant par /cc, on obtient

k k
-

(4.b') E[(a + E = t 1 pi(a+E)L 1J
j=1

c) Lorsque l'on compare le th6or6me 1, resp: 2, A l' identit6 (4.a'),

resp (4. b'), la question suivante se pose naturellement 1' identite (4.a')

(par exemple) d6termine uniquement - meme si l'on consid6re seulement a = 1 -

la loi du vecteur (A.(1),j s k).

Peut-on montrer directement (et simplement...) que cette loi est celle de

t k j; j kJ

E PiT.
i=1

comme cela est d6montre dans le th6or6me 1 ?

Nous allons voir qu'il en est bien ainsi.

En effet, en posant a. = p. et b. = p.(i+.), cette question se ramene

aisement A la demonstration de l'identite:

k k

(4.f) I = ___ ____

E b Ts E bg
j=1 j=

identite valable pour tout k-uple (aJ,b J)sk de couples (a.,b ) tels

que: Q a b

Remarque A priori, on ne connaissait la validitU de l'identit6 (4.f) que

pour des reels positifs aj(- pi) satisfaisant la condition



k
E .al = 1, mais, quitte a remplacer a. par a./a et b. par b./a, ou

j=1

k
A =

Z al, on voit que 1'6galit& (4.f) est toujours valable sous la seule
j=l i

condition 0 5 a. < b..
J J

Demonstration de (4. f) :Posons

k
T a)= Ea1TiJ() j=1

k
T(b) = bT,() j-1

p(s,t)=E[exp-(sT (a) +tT (b))] ; O(t) = .asLs=O (p(s,t) = ET (a)exp-tT(b)].

On a alors :
,T co

E dt t,&(t).

Or, comme:

(p(s,t) = exp

k
O(t) = exp4-t"

j=1

k
- E (sa . + tb.)'

j=l 3

.1
k

ji- -

b E p i b

= At1' {exp

On en d6duit :

-([a)
- (b) -

k
;-1

dt /i(t) = c'est-A.-dire ( . )k
0 E bg

j=1

0

Nous donnons maintenant une demonstration du theor6me 4, ind6pendante des

r6sultats obtenus dans le sous-paragraphe c) ci-dessus. Celle-ci repose uni-

quement sur le lemme suivant (classique en th6orie des excursions), dont la

demonstration utilise les arguments du paragraphe 3 (aussi, nous ne donnons

pas les d6tails de cette demonstration).

Lemme : Soit (Xt)t0 processus de Markov A trajectoires continues, admettant

0 pour point rdgulier pour lui-mdme, et n(de) une determination de la

on a:

A
k , 14 , k

A- 1
t E b". . E a.b

=1 J" kj=j i i



mesture caracteristique des excursions de X hors de 0.

Notons = sup{s < t : Xs = 0).

Soit (At? t ' 0)

telle que, p.s.,

(4. g)

(4. h)

coE[ dt exp - (a~t + At)]
0

r, r fco IL A I 1 _

Jv
n(de) dt exp - ( t + At )

n(de) (1 - exp - (acV + Av))

{n(de) (1 - e' )
E.J dt exp - (at + Ag ) {= -

0 t~~~~~~J ( de) [1 - e
-oV-A

V)

ou V designe la durce de vie de 1'excursion gsnsrique (e(u),u s V).

Pour demontrer le theoreme 4, il suffit d'appliquer le lemme a la fonction-

nelle At
k

= E A.W(t). Alors, si l'on note n une determination, fixee une
j-li

fois pour toutes, de la mesure des excursions hors de 0 du processus de

Bessel de dimension 8 = 2(1-,u), on a, par exemple :

dt exp - ( at + At)
k rV
- n(de) dt exp (a + O

i~ J

k 1 PI -(+ )VI
Ek In (de) l-e j 1

j= (1 + (

j=1

pour une certaine constante c

Les formules (4.a) et (4.b) d6coulent alors ais6ment de ce type de calculs.

(4.3) Un rdsultat asymptotique.

Nous consid6rons maintenant uniquement le processus de Walsh W-(; (P
et le pont de Walsh correspondant, lorsque la probabilit6 (p1 ; i S k) est

uniforme, c'est-&-dire Pi - (i s k), et nous d6dutsons des Th6or6mes 1 et

2 le resultat asymptotique suivant, lorsque k -* c.

fonctionnelle additive continue, croissante, de X,
dA ne charge pas (s : Xs = 0. On a alors les formules :

nc(de) {

0



Theoreme 5 : Soit p entier fixo, et (T. ; ii p) ; T*} un ensemble de1

(p+4I) variables positives stables, d'indice ,u, indLpendantes. Alors

T*(i) {(k i1) 1kiTsp; l - P);T-}

(ii) pour toute fonction f : Rp1 R, continue, bornee,

E[f((k Ui(1) ; p )] P _E_f(__<]
0

Demonstration Ces deux assertions d6coulent des Theoremes 1 et 2 lorsque

l'on a remarque que le vecteur

(4.i) t(TI ; isp); L. Fj Tj
k Lj=1JJ

converge en loi vers (T. ; i < p) ;T)

1 k
en d'autres termes lorsque k - o, la variable v E T

i
est

k 1=1 '

asymptotiquement independante de (T. ; i s p), resultat qui decoule, par
1

exemple, de la convergence de la transformee de Laplace du vecteur (4.i) vers

le produit des transformees de Laplace des (p+1) variables (T.i)ip et T.

Remarque Le theoreme 5 est a rapprocher du lemme de Poincare selon lequel,

si xk = (x)k x...xk)) est une variable uniformement distribuee sur la

sphere unite de k, alors pour p e N fixe,

V'(x(l) P.. x(P))(li - (N ,..Np

les variables N., i s p, 6tant gaussiennes, centr6es, r6duites, ind6pendantes.

A cet effet, remarquons que l'on d6dult du Th6ordme 1 et de la loi des

grands nombres que

k l 1 k
____ (0i 1 1 (P) 1o,E- (+)

i,+1 AT=1 k T.Tk 1=1 1 1=1 11

En consequence, on peut r66crire l'assertion (i) du Th6or6me 5 sous la forme:



1/k A. (1) 1 k

(4.J) k v+1 E A.(1)J
E=1/kA 3

=

j=l i

converge en loi, lorsque k - , vers

(4. k) {[t( );i -5 P) T, r(v+l)}

Or, d'aprGs la proposition 1, dans le cas brownien (v = 2), le terme qui

figure a gauche en (4. j) a meme loi que

k [(x(1) )2,'. .., (x(p))2

alors que le terme correspondant en (4.k) a mdme lot que

(N2,i s p).
1

La relation avec le lemme de Poincare est donc 6tablie.
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